Capitulo 8
ESPACOS VECTORIAIS

R” /\__, ? Espaco vectorial sobre R ?

Definicao: R
Seja E um conjunto ndo vazio e K = C

Suponha-se definidas em E duas operacoes:

e adicao em E, que ao par (U;V)de elementos de E associa
um uUnico elemento U - V pertencente a E.

+ (U, v) > U+ v

e multiplicacao externa, que acadaescalar « € Keg v € E
associa um unico elemento «u pertencente a E.

. (o) /P au

E é um espaco vectorial sobre K se

1. A adicao em E verifica

o

Al) a operacdo + é associativa

A2) a operacao + é comutativa

A3) existe elemento neutro para a operacdo +

A4) todo o elemento de E tem oposto para a operacao +

. A multiplicacao externa verifica

) Ya e K, Yu,v € E, a(u+v) =au+av
2) Ya, €K, Yu € E, (o + B)u = au+ Bu
M3) Ya,3 €K, Yu e E, (af)u = a(bu)
)

) Yu e E, l.u=u (sendo 1 o nimero real)



Exemplos:
1. R™ é um espaco vectorial real.

2. Mpxm(R) 0 conjunto das matrizes com entradas reais com a
soma e o produto habituais € um espaco vectorial real.

3. R,[x] o conjunto de todos os polinémios na variavel x,

com coeficientes reais, de grau menor ou igual a n, 1 € No,

Ru[x] ={anx"+ ... +a1x+ a0 : an,...,a1,a0 € R},

Quais as operacoes?
P(x)= anX" 4+ ...+ a1x + ao,

Q(x)= an” + ...+ b1X + bﬂ P(x)+Q(x)= ?
o PO*QX= (5 4 hyxt 4 (ay+b)xt (a0+b0)

Vae R aPx)=?

o
aP(x)= (aan)x” + ... 4 (@a1)x + (aag)

R,[x] € um espaco vectorial real.

4. R[x], o conjunto de todos os polinédmios na variavel x,
com coeficientes reais (sem restricao de grau) e com as
operacoes generalizadas de R,[x], ¢ um espaco vectorial real.

5. C, .;[12’ ':C3,..., CN s&0 espacos vectoriais reais mas também
complexos
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Teorema:

Sejam (E, +,.) um espaco vectorial sobre K, u,v € E e a € K. Entdo:
1. a0 = 0f;
2. Ogu = 0g,;
3. (—a)u=a(-u) = —(au),
4. au=0 = a=0g ou u=_0F.

Definicao:
Sejam (E,+,.) um espaco vectorial sobre K e W um subconjunto nao

vazio de E. Entao, W ¢é subespaco de E se, e so se,

Q vuveW, u+veW
Q@ vaceK Yue W, au e W.
Observacoes:

1.Se (E.+..) éum espaco vectorial sobre K e W é um

subespaco de E entdo (W, +,.) €& um espaco vectorial sobre K

2. As definicdes de combinacgao linear, independéncia linear,
conjunto gerador e base s&o analogas as dadasem R”.

Exemplos:
I.Em M, ,(R) as matrizes

[1 0], Jo1]. [oo]l. [0 O
R R R G PRI CR F

formam uma base. Efectivamente, qualquer matriz de Mo ..»(R),

I:i z] — aFy + bEy 4 cE3 + dEs



pelo que Mo o(R) = (E1, 52\3(53, Ea) 4 Geradores

/\__/V

Além disso sao linearmente independentes pois

0 O
a1E1 +asEy + azEs +as By = l 0 0 ] :

|mp||Ca V1 — (2 — (k3 — (v — O

Assim,

dilllexz(R) —4e MQXQ(R) — {_El, EQ, E3, Ezl_}.

2. O espaco vectorial real Ry[x] é gerado pelos polindmios
Lx. x?
pois qualquer polindmio de Ry[x] ¢ da forma
arx? + ayx + ao.1

(escreve-se como combinac3o linear de 1, x, x?).
Além disso sao linearmente independentes pois se

&'2}(2 +a1X +ap.1=0

pode concluir-se (?) que

ar = a1 = ag = 0.

Assim, Ro[x] = (x%.x,1) e dimRy[x] = 3.

3 Geradores lineramente independentes= Base

3. O espaco vectorial complexo C? é gerado pelos vectores
el — (1,0), e = (O, 1)



pois qualquer vector de C?
(a1 + bii,ax + boi) = (a1 + b1i)(1,0) + (a2 + b2r)(0, 1)

(é combinacao linear de e; e &).
Alem disso, se

(1'1(1,0) + &'2(0, 1) — (U,O) entao ((1'1,(12) — (0,0)
logo @1 = a» = 0. Assim, C? = {(1.0),(0,1)) e dimC? = 2.

Definicao:
Um espaco vectorial E é de dimensao finita se tem uma base

com um niimero finito de vectores. Caso contrario diz-se de
dimensao infinita.

O espago vectorial R[x] é de dimensao infinita

Aplicacoes Lineares (em espacos vectoriais gerais)

Definicao:
Sejam E e E’ dois espacos vectoriais sobre o mesmo conjunto K e

f: E — E’" uma aplicacao.
f diz-se aplicacao linear se

I. VaeK,YVue E, f(au)=af(u)
2. Vuu' e E, flu4u')="f(u)+ ().



Exemplos:
Seja
f Ro[x] - R3

32X2—|—31X—|—30 — (32,81,30),

Facilmente se prova que f é aplicacao linear bijectiva.

Definicao:
Sejam E e E’ dois espacos vectoriais sobre o mesmo conjunto K e

f: E — E' uma aplicacio linear.

Dizemos que E é isomorfo a E’, ou que f € um isomorfismo
se f é bijectiva. Denotamos por|E = E’.

Ro[x] = R

Teorema:
Qualgquer espaco vectorial real de dimensao n é isomorfo a R",

Observacao:

O Teorema afirma que dado um espaco vectorial real de dimensao n,
podemos pensar nele como se fosse o espaco vectorial R”




